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 0. ABSTRACT 
 
T w o  f a m i l i e s  o f  t w o - t i m e  l e v e l  d i f f e r e n c e  s c h e m e s  a r e  d e v e l o p e d  
f o r  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  f i r s t  o r d e r  h y p e r b o l i c  p a r t i a l  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  o n e  s p a c e  v a r i a b l e .   T h e  s p a c e  d e r i v a t i v e  
i s  r e p l a c e d  b y  ( i )  a  f i r s t  o r d e r ,  ( i i )  a  s e c o n d  o r d e r  b a c k w a r d  
d i f f e r e n c e  a p p r o x i m a n t  a n d  t h e  r e s u l t i n g  s y s t e m  o f  f i r s t  o r d e r  
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i s  s o l v e d  u s i n g  A 0 - s t a b l e  a n d  L 0 -
s t ab le  methods. 
T h e  m e t h o d s  a r e  t e s t e d  o n  a  n u m b e r  o f  p r o b l e m s  f r o m  t h e  
l i t e r a t u r e  invo lv ing wave- fo rm so lu t ions , inc reas ing so lu t ions wi th  
d i s c o n t i n u i t i e s  i n  f u n c t i o n  v a l u e s  o r  f i r s t  d e r i v a t i v e s  a c r o s s  a  
characteristic,  and exponentially decaying solutions. 
 
z147350x
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1. INTRODUCTION 
 
 I n  r e c e n t  y e a r s  m u c h  a t t e n t i o n  h a s  b e e n  d e v o t e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  t o  
t h e  e x t r a p o l a t i o n  i n  t i m e  o f  l o w - o r d e r  m e t h o d s  f o r  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  
o f  f i r s t  o r d e r  h y p e r b o l i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a n d  f o r  s e c o n d  
o r d e r  p a r a b o l i c  e q u a t i o n s .  
        E s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  p r o c e d u r e  m a y  b e  f o l l o w e d  f o r  s u c h  p a r a b o l i c  
e q u a t i o n s  [ 1 1 , 4 ]  a n d  h y p e r b o l i c  e q u a t i o n s  [ 8 ] :   t h a t  i s  t o  s a y ,  t h e  s p a c e  
d e r i v a t i v e s  i n  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  a p p r o x i m a t e d  b y  a  s u i t a b l e  
f i n i t e  d i f f e r e n c e  r e p l a c e m e n t ,  a n d  t h e  r e s u l t i n g  s y s t e m  o f  f i r s t  o r d e r  
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  s o l v e d  u s i n g  a  s t a b l e  n u m e r i c a l  m e t h o d .  
T h e  a c c u r a c y  i n  t i m e  c a n  t h e n  b e  c o n t r o l l e d  b y  a  s u i t a b l e  c h o i c e  o f  m e t h o d  
f o r  s o l v i n g  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ;  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  a c c u r a c y  
i n  s p a c e ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  r e q u i r e s  a  d i f f e r e n t  r e p l a c e m e n t  o f  t h e  s p a c e  
d e r i v a t i v e  i n  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  
F r o m  t h e  p o i n t  w h e r e  t h e  r e p l a c e m e n t  o f  t h e  s p a ce  d e r i v a t i v e  h a s  b e e n  
c h o s e n ,  a c c u r a c y  i n  t i m e  c a n  b e  v a r i e d  b y  a  m u l t i s t a g e  m e t h o d  [ 4 ]  w h i c h  
i n v o l v e s  a  s p r e a d  o v e r  t h r e e  o r  m o r e  t i m e  i n c r e m e n t s ,  o r  b y  a  m e t h o d  
i n v o l v i n g  a  s i m i l a r  s p r e a d  o v e r  m o r e  t h a n  t h r e e  m e s h  p o i n t s  a t  a  g i v e n  
t i m e  l e v e l  [ 8 , 1 2 , 1 5 ] .   T h e  f o r m e r  t y p e  o f  m e t h o d  i s ,  i n  e f f e c t ,  a n  a p p l i c -
a t i o n  o f  l i n e a r  m u l t i s t e p  m e t h o d s  f o r  s y s t e m s  o f  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s ,  w h i l e  t h e  l a t t e r  i s  a n  a p p l i c a t i o n  o f  m u l t i d e r i v a t i v e  m e t h o d s  
[ 1 5 ] .  
B o t h  a p p r o a c h e s  h a v e  a  w e a k n e s s  w h i c h  i s  t h e  o t h e r ' s  s t r e n g t h :   u s i n g  
a  m u l t i s t a g e  m e t h o d ,  s e e k i n g  t h e  s o l u t i o n  a t  c e r t a i n  f i x e d  t i m e s  r e q u i r e s  
t h e  t i m e  i n t e r v a l  t o  b e  d i v i d e d  i n t o  t w o  o r  m o r e  s u b i n t e r v a l s  d e p e n d i n g    
o n  t h e  a c c u r a c y  r e q u i r e d ,  w h e r e a s  t h e  i n t e g r a t i o n  c a n  b e  c a r r i e d  o u t  w i t h o u t  
s u b d i v i d i n g  t h e  t i m e  i n t e r v a l  i f  a n  A - s t a b l e  o r  L - s t a b l e  m u l t i d e r i v a t i v e  
m e t h o d  i s  u s e d .   O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i m p l i c i t  m u l t i s t a g e  m e t h o d s  n e e d  o n l y  
t r i d i a g o n a l  s o l v e r s  t o  o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  ( f i v e  a t  e a c h  t i m e  l e v e l  f o r
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t h i r d  o r d e r  a c c u r a c y  i n  t i m e  a n d  n i n e  f o r  f o u r t h  o r d e r  a c c u r a c y  [ 4 ] )  
w h e r e a s  t h o s e  m u l t i d e r i v a t i v e  m e t h o d s  b a s e d  o n  c e n t r a l  d i f f e r e n c e  r e p l a c e -
m e n t s  o f  t h e  s p a c e  d e r i v a t i v e  [ 8 ]  n e e d  o n l y  o n e  q u i n d i a g o n a l  s o l v e r .  
I n  t h e  p r e s e n t  p a p e r  a t t e n t i o n  w i l l  b e  g i v e n  o n l y  t o  f i r s t  o d e r  
h y p e r b o l i c  e q u a t i o n s .  T h e  m e t h o d s  t o  b e  d i s c u s s e d  a r e  b a s e d  o n  b a c k w a r d  
d i f f e r e n c e  r e p l a c e m e n t s  o f  t h e  s p a c e  d e r i v a t i v e s  a n d  c a n  t h e r e f o r e  b e  
u s e d  e x p l i c i t l y  s o  t h a t  h e r e ,  t o o ,  t h e y  h a v e  a n  a d v a n t a g e  o v e r  m u l t i s t a g e  
f o r mu l a t i o n s .   T h e  u s e  o f  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  r e p l a c e me n t s  h a s  t he  a d v a n t a g e  
t h a t  t h e  o s c i l l a t i o n s  w h i c h  a r e  a l w a y s  p r e s e n t  w i t h  c e n t r a l  d i f f e r e n c e  
r e p l a c e m e n t s ,  d o  n o t  a r i s e .   A l s o ,  t h e  d i f f i c u l t i e s  w h i c h  a r i s e  i n  p a r a b o l i c  
e q u a t i o n s  b e c a u s e  o f  s t i f f n e s s  a r e  n o t  p r e s e n t  i n  s o l v i n g  h y p e r b o l i c  
e q u a t i o n s  b y  m u l t i d e r i v a t i v e  t e c h n i q u e s .   T h e  m e t h o d s  w i l l  u s e  f u n c t i o n  
v a l u e s  a t  o n l y  t w o  t i m e  l e v e l s  a s  i n  [ 8 ] ,  u n l i k e  t h e  m e t h o d s  d e v e l o p e d  b y  
O l i g e r  [ 1 3 ]  w h e r e  t h r e e  t i m e  l e v e l s  w e r e  u s e d  i n  t h e  f o r m u l a t i o n .  
T h e  f a m i l i e s  o f  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  m e t h o d s  t o  b e  d e v e l o p e d ,  l i k e  
t h o s e  o f  O l i g e r [ 1 3 ] ,  d e p e n d  o n  t h e  t h e o r e m s  o f  G u s t a f f s o n  [ 5 ]  f o r  t h e  
e s t a b l i s h m e n t  o f  s t a b i l i t y .   T h e  f i r s t  m e t h o d s  d e v e l o p e d  a r e  b a s e d  o n  t h e  
u s u a l  f i r s t  o r d e r  r e p l a c e m e n t s  o f  t h e  s p a c e  d e r i v a t i v e  a n d  t h e  l o w e r  o r d e r  
P a d é  a p p r o x i m a n t s  t o  t h e  m a t r i x  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n .  A c c u r a c y  i s  t h e n  
i m p r o v e d  b y  a p p r o x i m a t i n g  t h e  s p a c e  d e r i v a t i v e  a t  t h e  m e s h  p o i n t  a d j a c e n t  
t o  t h e  b o u n d a r y ,  a t  e a c h  t i m e  l e v e l ,  b y  t h e  s a m e  l o w - o r d e r  r e p l a c e m e n t ,        
a n d  b y  t h e  u s u a l  s e c o n d  o r d e r  r e p l a c e m e n t  a t  a l l  o t h e r  m e s h  p o i n t s .  
F i n a l l y ,  a c c u r a c y  i s  i m p r o v e d  f u r t h e r  b y  u s i n g  h i g h e r  o r d e r  P a d e  a p p r o x i m a n t s  
t o  t h e  m a t r i x  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n .   T h e  m e t h o d s  a r e  d i v i d e d  i n t o  t w o  
c l a s s e s ,  t h e  f i r s t  c l a s s  u s i n g  o n l y  t h e  l o w  o r d e r  s p a c e  r e p l a c e m e n t ,  t h e  
s e c o n d  u s i n g  b o t h  s p a c e  r e p l a c e m e n t s .   E x t r a p o l a t i o n  i n  t i m e  i s  a l s o  d i s -
c u s s e d  f o r  L 0  - s t a b l e  m e t h o d s .  
        T h e  me t h o d s  a r e  t e s t e d  o n  f i v e  p r o b l e ms  i n v o l v i n g  w a v e - f o r m  s o l u t i o n s ,  
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i n c r e a s i n g  s o l u t i o n s  w i t h  d i s c o n t i n u i t i e s  i n  f u n c t i o n  v a l u e s  o r  f i r s t  
d e r i v a t i v e s  a c r o s s  a  c h a r a c t e r i s t i c ,  a n d  e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g  s o l u t i o n .  
 
2.  LOW ORDER APPROXIMATIONS IN SPACE AND TIME 
       C o n s i d e r  t h e  f i r s t  o r d e r  h y p e r b o l i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
    ,0t0,x;0
x
ua
t
u >>=∂
∂+∂
∂      (1)
      
where a > 0 is a real constant, with initial conditions 
u (x, 0)   =   g(x)   ;    x  0       (2)≥
  
and boundary conditions 
                                       u  (0, t)  =   v(t)    ;  t >  0 ;                                                                                        (3) 
 
e q u a t i o n s  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 )  f o r m  t h e  i n i t i a l - b o u n d a r y  v a l u e  o r  o u t f l o w  
p r o b l e m .  
S u p p o s e  t h a t  t h e  s o l u t i o n  o f  ( 1 )  i s  s o u g h t  i n  s o m e  r e g i o n   
R =  [ 0 < x < X ]  x [ t > 0 ]  o f  t h e f i r s t  q u a r t e r  p l a n e x  >  0 ,  t  >  0 .  T h e  
i n t e r v a l  0   x  ≤  X  i s  d i v i d e d  i n t o  N  e q u a l  p a r t s  e a c h  o f  w i d t h  h ,  s o  ≤
t h a t  N h  =  X ,  a n d  t h e  t i m e  v a r i a b l e  t  i s  d i s c r e t i z e d  i n  s t e p s  o f  l e n g t h  
l .  T h e  o p e n  r e g i o n  R  a n d  i t s  b o u n d a r y  ∂ R ,  c o n s i s t i n g  o f  t h e  a x e s  t  =  0 ,  
x  =  0  and  the l ine  x  =  X,  have thus been covered by a rec tangu la r mesh of  
p o i n t s  h a v i n g  c o o r d i n a t e s  ( j h , n ) ,  w h e r e  j  =  0 , 1 , . . . , N  a n d  n  =  0 , 1 , 2 , . . .  .  l
T h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  o f  a  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e  a p p r o x i m a t i n g  
t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 )  a t  t h e  m e s h  p o i n t  ( j h , n )  w i l l  b e  d e n o t e d  l
b y  U  t h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  a t  t h i s  ,nj
p o i n t  b e i n g  u   u ( j h , n l ) .   nj ≡
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     R e p l a c i n g  t h e  s p a c e  d e r i v a t i v e  i n  ( 1 )  b y  t h e  l o w  o r d e r  b a c k w a r d  
d i f f e r e n c e  formula 
 
  0(h)t)}/hh,u(xt){u(x,
x
u +−−=∂
∂ ,       (4) 
  
a n d  a p p l y i n g  ( 1 )  w i t h  ( 4 ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 )  t o  a l l  N  i n t e r i o r  m e s h  p o i n t s  a t  
t i m e  l e v e l  t  =  n   ( n  =  0 , 1 , . . . ) ,  l e a d s  t o  t h e  s y s t e m  o f  f i r s t  o r d e r  l
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
 
  
t
c a(t)UaCdt
(t)Ud
~~
~ +−=         (5) 
w h e r e  ~U  ( t )  =  [ U 1 ( t )  , U 2  ( t )  U N  ( t ) ]
T  , T  d e n o t i n g  t r a n s p o s e ,  i s  t h e  v e c t o r  o f  
a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s  o f  ( 1 )  a t  t i m e  t  >  0 .   I n  ( 5 )  C  i s  t h e  s q u a r e  
m a t r i x  o f  o r d e r  N  g i v e n  b y
,
11
..0
..
..
11
011
1
hc
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
−
−
=     (6)
and ~c t is a vector with N elements given by 
                    ~ch t = [vt, 0,0,…,]
T  ,              (7) 
     
w h e r e  v t  i s  t h e  n u m e r i c a l  ( f r o z e n )  v a l u e  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n          
at time t = n l . 
The  so lu t ion  o f  (5 )  wi th  (2 )  i s  
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       (8) ,}cCg{C)ta(expcC)t(U
t
1
t
1
~~~~
−− −−+=
W h e r e  g  t h e  v e c t o r  o f  i n i t i a l  v a l u e s .   T h e  s o l u t i o n  g i v e n  b y  ( 8 )   
s a t i s f i e s  t h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  
 
    (9) .}cC(t)U{C)a(expcC)(tU
t
1
t
1
~~~~
−− −−+=+ ll
 
  U s i n g  t h e  ( m ,  k )  P a d é  a p p r o x i m a t  t o  t h e  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  d e f i n e d   
b y  R m , k (θ )  =  P k (θ ) / Q m (θ )  +  0 (θm + k + 1  )  w h e r e  P k  (θ ) ,  Q m  (θ )  a r e  p o l y n o m i a l s  o f  
d e g r e e s  k ,  m ,  r e s p e c t i v e l y ,  t o  r e p l a c e  t h e  m a t r i x  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  i n   
( 9 )  l e a d s  t o  a  t w o - t i m e  l e v e l  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e  w h i c h  i s  u n c o n -  
d i t i o n a l l y  s t a b l e  f o r  m  ≥  k  a n d  w h i c h  m a y  b e  u s e d  e x p l i c i t l y  b e c a u s e  o f    
t h e  n a t u r e  o f  t h e  i n i t i a l  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t o n s  ( 2 ) ,  ( 3 ) .   T h e  p r i n c i p a l   
p a r t  o f  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  o f  s u c h  a  m e t h o d  h a s  t h e  f o r m   
n
j
q
q
q2
2
qt
uC
x
uha
2
1
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂− ll      (10) 
w h e r e  t h e  c o n s t a n t s  C q   ( q  =  m + k + 1 )  a r e  g i v e n  i n  [ 1 5 ]  a n d  a r e  r e p r o d u c e d   
in Table I. 
The  comp onen t  o f  t he l o c a l  t r u n c a t i on e r r o r due t o t h e chosen Padé  
a p p r o x i m a n t ,  n a m e l y   c a n  b e  i m p r o v e d  b y  a t  l e a s t  o n e  ,)tu/C( njqqqq ∂∂l
p o w e r  o f    b y  e x t r a p o l a t i n g  i n  t i m e ;  t h e  o t h e r  c o m p o n e n t  l ,xu/ha
2
1 n
j
22 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ∂∂− l   
which is  re lated to  the space discret izat ion,  wil l  not  change.  
T h e  e x t r a p o l a t i n g  p r o c e d u r e  d e t e r m i n e s  ~U ( t + 2 )  i n  t e r m s  o f  l ~U ( t ) :  
i t  f i r s t  c a l c u l a t e s  ~U
( 1 )  =  ~U
( 1 )  ( t + 2 )  b y  w r i t i n g  e q u a t i o n  ( 9 ) ,  i n  w h i c h  l
t h e  m a t r i x  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  h a s  b e e n  r e p l a c e d  b y  a n  a p p r o p r i a t e  P a d e  
a p p r o x i m a n t ,  o v e r  t w o  s i n g l e  t i m e  s t e p s ,  a n d  t h e n  c a l c u l a t e s ~U
( 2 )  = ~U
( 2 )  (t+2 l ) 
b y  w r i t i n g  ( 9 )  o v e r  a  d o u b l e  t i m e  s t e p .   T h e  e x t r a p o l a t e d  v a l u e  
~U
( E ) = ( E )~U    (t+2 l ) is then found from one of the formulas 
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    ~U
( E )= (2m+k ~U
(1) - ~U
(2))/(2m+k -1)  0( m+k+2+ l )       (11)        
  
for m≠k, or 
    ~U
(E) = (22m ~U
( 1 )
-  ~U
( 2 )/(22m-1) + 0( 2m+3l )           (12) 
   
for m = k. 
T h e  e x t r a p o l a t i n g  f o r m u l a s  f o r  m  =  1 , 2  a n d  k  =  0 ( 1 ) m  a r e  c o n t a i n e d   
i n  T a b l e  I .   T h e  t e r m  [ 22 x/uha
2
1 ∂∂− l ] .  w i l l  s t i l l  b e  p r e s e n t  i n  t h e   nj
p r i n c i p a l  p a r t  o f  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  o f  t h e  e x t r a p o l a t e d  f o r m  
o f  e a c h  f i n i t e  d i f f e r e n c e  m e t h o d .   T h e r e  w i l l  a l s o  b e  a  t e r m  o f  t h e  
f o r m  [ E s  Sl ∂ S u / ∂ t S ]  ( s  =  m + k + 2  f o r  m  ≠  k ,  s  =  2 m + 3  f o r  m  =  k ) .   T h e  c o n -  nj
s t a n t s  E s  ( T w i z e l l  a n d  K h a l i q  [ 1 5 ] )  a r e  a l s o  c o n t a i n e d  i n  T a b l e  I .  
A s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  e x t r a p o l a t e d  m e t h o d  i s  t h e  a m p l i f i c a t i o n 
s y m b o l
    sm,k(θ) = A[Pk(θ)/Qm (θ)]2 - (A-1)Pk(2 θ)/Qm(2θ),   (13) 
 
w h e r e  θ  =  a  a n  e i g e n v a l u e  o f  C  ( a c t u a l l y ,  t h e  e i g e n v a l u e s  o f   λλ,l
t h e  m a t r i x  C  a r e  a l l  e q u a l  t o  1 / h ,  b u t  t h i s  w i l l  n o t  b e  s o  i n  l a t e r   
s e c t i o n s  o f  t h e  p a p e r ) .  I n  ( 1 3 ) ,  A  =  2 m + k / ( 2 m + k  - 1 ) .  
T h e  e x t r a p o l a t e d  f o r m  o f  a  m e t h o d  i s  A 0 - s t a b l e ,  o r  s t a b l e  i n  t h e  
c o n v e n t i o n a l  s e n s e  o f  p e r t u r b a t i o n s  i n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t o n s  n o t  b e i n g  
m a g n i f i e d  a s  t  →  ∞ ,  i f  | s m , k  ( θ ) |  ≤   1 .   T h e  e x t r a p o l a t e d  f o r m  o f  t h e  
f i v e  m e t h o d s  g i v e n  i n  T a b l e  I  a r e  t h e r e f o r e  u n c o n d i t i o n a l l y  s t a b l e ,  
e x c e p t  t h e  e x t r a p o l a t e d  f o r m  o f  t h e  m e t h o d  b a s e d  o n  t h e  ( 1 , 1 )  P a d é  
a p p r o x i m a n t  w h i c h  i s  s t a b l e  o n l y  f o r  0  <  a r  ≤  6  +  4 3 w h e r e  r  =  / h .  l
I f ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  e x t r a p o l a t e d  f o r m  o f  a  m e t h o d  b e i n g  
A 0  - s t a b l e ,  i t s  s y m b o l  s a t i s f i e d   t h e  m e t h o d  i s  L,0)θ(km,
lim =∞→θ s 0  – s t a b l e .
 7 
O f  t h e  f i v e  m e t h o d s  l i s t e d  i n  T a b l e  I  o n l y  t h o s e  b a s e d  o n  t h e  ( 1 , 0 ) ,  
( 2 , 0 ) ,  ( 2 , 1 )  P a d e  a p p r o x i m a n t s  h a v e  e x t r a p o l a t e d  f o r m s  w h i c h  a r e   
L 0 - s t a b l e ,  t h e  s y m b o l  S 2 , 2  ( θ )  t e n d i n g  t o  + 1  a s  θ→∞ .   L a m b e r t  [ 1 0 ]  
n o t e s  t h a t  t h e  m e t h o d  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  ( m , k )  P a d e  a p p r o x i m a n t  i s  
(a) conditonally stable for m < k, 
(b) A0-stable for m ≥ k, 
(c) L0-stable for m > k. 
 
3.  HIGHER ORDER SPACE REPLACEMENT 
W h e r e a s  e x t r a p o l a t i o n  i n  t i m e  d o e s ,  i n d e e d ,  b r i n g  a b o u t  s o m e   
i m p r o v e m e n t  i n  t h e  p r i n c i p a l  p a r t s  o f  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r s  o f  
a l l  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e s  r e s u l t i n g  f r o m  ( 9 ) ,  t h e  i m p r o v e m e n t  o f  
a n y  o n e  m e t h o d  m a y  n o t  b e  s u f f i c i e n t  t o  j u s t i f y  i t s  u s e  f o r  l a r g e r   
v a l u e s  o f  h .  T h i s  i s  b e c a u s e  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n   
e r r o r  g i v e n  b y  [ - ½ a ℓ h ∂ 2 u / ∂ x 2 ]  i s  s t i l l  p r e s e n t  a n d  t e n d s  t o  o v e r s h a d o w  nj
a n y  i m p r o v e m e n t  b r o u g h t  a b o u t  b y  e x t r a p o l a t i n g  i n  t i m e .  
F o l l o w i n g  O l i g e r  [ 1 3 ] ,  t h i s  d i f f i c u l t y  i s  n o w  p a r t i a l l y  o v e r r i d d e n  
b y  i n t r o d u c i n g  a  s e c o n d  o r d e r  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  a p p r o x i m a n t  t o  ∂ u / ∂ x  
a t  t h e  m e s h  p o i n t s  ( j h , n ℓ )  f o r  j  =  2 , 3 , . . . , N  a n d  n  =  0 , 1 , . . . ,  w h i l s t  
r e t a i n i n g  t h e  f i r s t  o r d e r  a p p r o x i m a n t  ( 4 )  a t  t h e  p o i n t s  ( h , n ℓ )  a d j a c e n t  
t o  t h e  b o u n d a r y  x  =  0 .  T h i s  m i x t u r e  o f  a p p r o x i m a n t s  t o  ∂ u / ∂ x  i s  j u s t -
i f i e d  i n  t h e  t h e o r e m s  o f  G u s t a f s s o n  [ 5 ] ,  s o  t h a t ,  p r o v i d e d  a  P a d  a p p r o x -
i m a n t  i s  c h o s e n  w h i c h  w o u l d  l e a d  t o  u n c o n d i t o n a l  s t a b i l i t y  i f  t h e  l o w  
o r d e r  a p p r o x i m a n t  ( 4 )  w e r e  u s e d  a t  e v e r y  m e s h  p o i n t ,  t h e  s c h e m e  r e s u l t i n g  
f r o m  t h e  u s e  o f  t h e  m i x t u r e  o f  a p p r o x i m a n t s  t o  ∂ u / ∂ x  w i l l  a l s o  b e  u n c o n -
d i t i o n a l l y  s t a b l e  a n d  w i l l  h a v e  t h e  c o n v e r g e n c e  r a t e  o f  t h e  m o r e  a c c u r a t e  
i n t e r i o r  a p p r o x i m a n t  ( s e e  a l s o  O l i g e r  [ 1 3 ] ) .  
T h e  s c h e m e s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  u s e  o f  d i f f e r e n t  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  
8 
 
r e p l a c e m e n t s  o f  ∂ u / ∂ x  c a n  a l l  b e  u s e d  e x p l i c i t l y  t h o u g h  s o m e  h a v e  t h e  
s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  o f  i m p l i c i t  s c h e m e s .  
C o n s i d e r ,  t h e n ,  t h e  s e c o n d  o r d e r  r e p l a c e m e n t  
 
x
u
∂
∂ = {u(x-2h,t) - 4u(x-h,t) + 3u(x,t)}/2h + 0(h2)     (14) 
T h i s  r e p l a c e m e n t  u s e s  t h r e e  m e s h  p o i n t s  a t  a n y  t i m e  t  =  n ℓ ,  s o  t h a t   
i t  c a n  o n l y  b e  u s e d  a t  m e s h  p o i n t s  ( j h , n ℓ )  f o r  w h i c h  j  =  2 , 3 , . . .  a n d   
n  =  0 , 1 , . . .  .   A t  t h e  m e s h  p o i n t s  ( h , n ℓ ) ,  e q u a t i o n  ( 4 ) ,  w r i t t e n  c o n -
v e n i e n t l y  a s  
x
u
∂
∂  = {2u(x,t) - 2u(x-h,t)}/2h + 0(h)                          (15) 
is retained. 
 
A p p l y i n g  ( 1 )  w i t h  ( 1 5 )  o r  ( 1 4 ) ,  a s  a p p r o p r i a t e ,  t o  t h e  N  m e s h  
p o i n t s  a t  t i m e  l e v e l  t  =  n ,  l e a d s  t o  t h e  f i r s t  o r d e r  s y s t e m  
t~~
~ da
2
1(t)uDa
2
1
dt
(t)ud +−=  (16)
I n  ( 1 6 )  D  i s  t h e  m a t r i x  o f  o r d e r  N  g i v e n  b y  
 
       hD=                                     (17)                           
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
−
−
3410
...
...
...
341
034
2
  
 
a n d  i s  t h e  N — c o m p o n e n t  v e c t o r  g i v e n  b y  
t~d
 9 
 
                                        (18)  .
T....,0]0,,tv,t[2v
t
d
~
h −=
  
O n e  e i g e n v a l u e  o f  t h e  m a t r i x  D  h a s  t h e  v a l u e  2 / h  a n d  t h e  o t h e r  N  –  1  
e i g e n v a l u e s  h a v e  t h e  v a l u e  3 / h .  
 T h e  s o l u t i o n  o f  ( 1 6 )  w i t h  ( 2 )  i s  
 
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ −−−+−=
td~
1Dg
~
atD)
2
1exp(
td~
1D(t)U~
,                                      (19) 
a n d  i t  i s  e a s y  t o  s h o w  t h a t  ( 1 9 )  s a t i s f i e s  t h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  
    
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ −−+=+ −−
t
1
t
1
dD(t)UD)a2
1exp(dD)(tU ~~~~
ll                            (20) 
 
i n  w h i c h  t h e  m a t r i x  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  i s  r e p l a c e d  b y  a n  a p p r o p r i a t e   
P a d é  a p p r o x i m a n t .  
  O n l y  s c h e m e s  b a s e d  o n  F a d e  a p p r o x i m a n t s  f o r  w h i c h  m  ≥ .  k  w i l l  b e  
c o n s i d e r e d .   T h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r s  o f  t h e  e x t r a p o l a t e d  f o r m s  o f     
s u c h  s c h e m e s  m a y  b e  o b t a i n e d  f r o m  ( 1 3 )  w i t h λa
2
1
θ l= ,  λ n o w  a n  e i g e n -  
v a l u e  o f  D .   T h e  s c h e m e s  d e v e l o p e d  f r o m  ( 2 0 )  w i l l  b e  t w o - t i m e  l e v e l  
s c h e m e s  w h i c h  m a y  b e  u s e d  explicitly because of (2),  (3). 
U s i n g  t h e  ( 1 , 0 )  a p p r o x i m a n t  i n  ( 2 0 )  g i v e s  t h e  L Q - s t a b l e  s c h e m e  
  (t)Uda2
1)(tU)a2
1I(
~~t~
D =−++
+l
lll                                         (21)   
w h i c h ,  f r o m  T a b l e  I ,  i s  s e e n  t o  b e  f i r s t  o r d e r  a c c u r a t e  i n  t i m e .  T h e  
p r i n c i p a l  p a r t  o f  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  a t  t h e  m e s h  p o i n t  ( h , n )   l
i s ,  f r o m  (  1 0 ) ,  
  
n
1
2
2
2
2
2
t
u
2
1
x
uha
2
1
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂−∂
∂− ll       (22) 
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a n d  a t  t h e  m e s h  p o i n t  ( )  i s  ln,mh
    n
j
2
2
2
3
3
2
t
u
2
1
x
uha
3
1
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂−∂
∂− ll     (23) 
for j = 2,3,...,N and n = 1,2,... . 
I n  v i e w  o f  i t s  f a v o u r a b l e  s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s ,  i t  i s  w o r t h w h i l e  
t o  e x t r a p o l a t e  ( 2 1 )  u s i n g  ( 1 1 ) .  T h e  e x t r a p o l a t e d  f o r m  c a n  b e  u s e d  
e x p l i c i t l y  a n d  i s  L 0  - s t a b l e ;  i t s  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  i s  
    
n
1
3
3
3
2
2
2
t
u
3
4
x
uha
2
1
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂− ll     (24) 
  
a t  t h e  m e s h  p o i n t  ( h ,  n ℓ )  a d j a c e n t  t o  t h e  b o u n d a r y ,  a n d  
    
n
1
3
3
3
3
3
2
t
u
3
4
x
uha
3
1
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂− ll    (25)  
a t  t h e  i n t e r i o r  m e s h  p o i n t s  ( j h ,  n ℓ )  w h e r e  j  =  2 , . . . , N  a n d  n  =  1 , 2 , . . .  .  
S o m e  i m p r o v e m e n t ,  i n  a c c u r a c y  m a y  b e  a c h i e v e d  b y  u s i n g  t h e  ( 1 , 1 )   
P a d é  a p p r o x i m a n t  t o  t h e  m a t r i x  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  i n  ( 2 0 )  t o  g i v e  
  
tt ~~~~ da4
1(t)Ud)a
4
1(Ida
4
1)(tUD)a
4
1(I lllll
l
+−=−++
+
     (26)  
w h i c h  i s  s e c o n d  o r d e r  a c c u r a t e  i n  t i m e  a n d  w h i c h  i s  A o  - s t a b l e ,  t h e  
a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  t e n d i n g  t o  - 1  a s   .t ∞→   
T h e  p r i n c i p a l  p a r t  o f  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  o f  ( 2 6 )  a t  t h e  
m e s h  p o i n t  ( h , n l )  i s  
   
n
1
3
3
2
2
2
t
u
12
1
x
uha
2
1
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂−∂
∂− ll                                        (27) 
a n d  a t  t h e  m e s h  p o i n t s  ( j h  , n l )  a w a y  f r o m  t h e  b o u n d a r y  i s  
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  n
j
3
3
3
3
3
2
t
u
12
1
x
uha
3
1
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂−∂
∂− ll    (28)                      
       
f o r  j  =  2 , . . . , N  a n d  n  =  1 , 2 , . . .  .  T h e  e x p r e s s i o n s  i n  ( 2 7 ) ,  ( 2 8 )  
m a y  b e  i m p r o v e d  b y  e x t r a p o l a t i o n  b u t ,  a s  n o t e d  i n  s e c t i o n  2 ,  t h e  
e x t r a p o l a t e d  f o r m  i s  n o t  A o  - s t a b l e .  
 
4.  HIGHER ORDER TIME REPLACEMENTS 
     I n  v i e w  o f  t h e  f a c t  t h a t  a l l  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e s  r e s u l t i n g   
f r o m  t h e  u s e  o f  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  r e p l a c e m e n t s  o f  t h e  s p a c e  d e r i v a t i v e  
i n  ( 1 )  c a n  b e  u s e d  e x p l i c i t l y ,  i t  i s  n o w  p r o p o s e d  t h a t  h i g h e r  e n t r i e s  
f r o m  t h e  P a d e  T a b l e  b e  u s e d  t o  a p p r o x i m a t e  e x p ( Dal21− )  i n  ( 2 0 ) ,  e v e n  
t h o u g h  i t  w i l l  b e  n e c e s s a r y  t o  s q u a r e  t h e  m a t r i x  D .  
       U s i n g ,  f i r s t  o f  a l l ,  t h e  ( 2 , 0 )  P a d e  a p p r o x i m a n t  i n  ( 2 0 )  g i v e s  
.(t)UD)a
8
1Ia
2
1()(tU)Da
8
1Da
2
1(I ~~~ t
22222 d =+−+++
+ l
lllll  (29) 
  
T h e  m a t r i x  D 2  i s  g i v e n  b y  
  h2D2=  (30) 
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
−−
−−
−−
−
−
9242281
.....0
.....
.....
9242281
924228
92421
0
920
4
 
a n d  h a s  o n e  e i g e n v a l u e  e q u a l  t o  4 / h 2  a n d  N  -  1  e i g e n v a l u e s  e q u a l  t o  9 / h 2 .  
A p p l y i n g  ( 2 9 )  t o  t h e  m e s h  p o i n t  ( j h ,  n ℓ )  i n  R  l e a d s  t o  a  l i n e a r  
s y s t e m  w h i c h  m a y  b e  w r i t t e n  i n  m a t r i x  f o r m  a s  
 12 
 
          (31) .)t(UE n
~~
φ=+ l
  
T h e  m a t r i x  E  i s  o f  o r d e r  N  a n d  h a s  t h e  l o w e r  t r i a n g u l a r  f o r m   
 
 E-    (32) 
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
45678
45678
4567
453
42
1
eeeee
.....0
.....
.....
eeeee
eeee
eee
0ee
e
 
Where 
 ,ra
8
21ar
2
1e,ra
2
52are,ra
2
1ar1e 223
22
2
22
1 +=−−=++=  
 226
22
5
22
4 ra4
11ar
2
1e,r3a2are,ra
8
9ar
2
31e +=−−=++=  
,ra
8
1e,rae 228
22
7 =−=                                                                   (33) 
a n d   t h e  v e c t o r     h a s   e l e m e n t s  ),....,,( nN
n
2
n
1
n
~ φφφ=φ
 ,ar)v
8
11
2
1ar(U,ar)v
2
1ar(1U t
n
2
n
2t
n
1
n
1 ll ++ +−=φ++=φ  
 ,vra
8
1Uvra
4
3U t
22n
4
n
4t
22n
3
n
3 ll ++ −=φ+=φ  
.N)5,6,.....,(jU nj
n
j ==φ                                                          (34) 
T h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e  b a s e d  o n  t h e  ( 2 , 0 )  P a d e  a p p r o x i m a n t  
i s  L o  - s t a b l e ;   t h e  p r i n c i p a l  p a r t  o f  i t s  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  i s  
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     N4,5,....,j,
t
u
6
1
x
uha
3
1
n
j
3
3
3
3
3
2 =⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
∂
∂+∂
∂− ll     (35) 
 
which,   on extrapolation,   becomes 
  N,....,5,4j,
t
u
3
1
x
uha
3
1 n
j
4
4
4
3
3
2 =⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
∂
∂−∂
∂− ll                           (36) 
E x p r e s s i o n s  ( 3 5 ) ,  ( 3 6 )  s h o w  t h a t  t h e  l o s s  o f  a c c u r a c y  a t  t h e  m e s h  p o i n t s  
( h , n ℓ ) ,  n  =  0 , 1 , . . ,  e x p e r i e n c e d  b y  t h e  m e t h o d s  b a s e d  o n  t h e  l o w e r  o r d e r  
P a d e  a p p r o x i m a n t s ,  h a s  s p r e a d  t o  t h e  m e s h  p o i n t s  ( 2 h ,  n ℓ ) ,  ( 3 h ,  n ℓ ) .   T h i s  
i s  n o t  a  g r a v e  p r o b l e m ,  h o w e v e r ,  f o r  a  s p a c e  d i s c r e t i z a t i o n  i n v o l v i n g  a  
l a r g e  v a l u e  o f  N .   F u r t h e r m o r e ,  t h e  c o n s t a n t  C 3  =  6
1  i n  ( 3 5 )  i s  g r e a t e r  
i n  m o d u l u s  t h a n  i t s  c o u n t e r p a r t  i n  ( 2 8 )  w h i c h  r e l a t e s  t o  t h e  A 0  - s t a b l e  
m e t h o d  ( 2 6 ) .  
T h e s e  o b s e r v a t i o n s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  A o  - s t a b l e  m e t h o d  ( 2 6 )  i s  t o  b e  
p r e f e r r e d  t o  t h e  L  o - s t a b l e  m e t h o d  ( 2 9 ) .   H o w e v e r ,  w h e n  a  c e n t r a l  
d i f f e r - e n c e  r e p l a c e m e n t  t o  t h e  s p a c e  d e r i v a t i v e  i n  ( 1 )  i s  m a d e  ( s e e  
K h a l i q  a n d  T w i z e l l  [ 8 ] ) ,  t h i s  i s  n o t  s o ;  n e i t h e r  i s  i t  s o  i n  t h e  c a s e  o f  
s e c o n d  o r d e r  p a r a b o l i c  e q u a t i o n s  ( L a w s o n  a n d  M o r r i s  [ 1 1 ] ) ,  f o r  t h e n  t h e  
e q u i v - a l e n t  m e t h o d  b a s e d  o n  t h e  ( 1 , 1 )  P a d é  a p p r o x i m a n t  ( t h e  C r a n k -
N i c o l s o n  m e t h o d ) ,  a l s o  r e q u i r e s  a  r e s t r i c t i o n  o n  ℓ  t o  e n s u r e  t h e  d e c a y  o f  
o s c i l l - a t i o n s  i n  U  a s  t →∞ .   N u m e r i c a l  r e s u l t s  t o  s u p p o r t  a l l  t h e s e  
o b s e r v a t i o n s  a r e  g i v e n  i n  K h a l i q  [ 9 ] .  
T u r n i n g ,  n e x t ,  t o  t h e  ( 2 , 1 )  P a d e  a p p r o x i m a n t ,  ( 2 0 )  b e c o m e s  
llllll ++−+++ t22222 ~D)da24
1Ia
3
1()(t~)UDa24
1Da
3
1I(  
  
  = .
t~
da
6
1(t)U~D)a6
1(I ll +−            (37) 
  
App ly ing  (37 )  t o  t he  mesh  po in t s  ( j h ,  nℓ )  r equ i r e s  t he  so lu t i on  vec to r  
14 
)(tU~ l+  t o  b e  d e t e r m i n e d  i m p l i c i t l y  f r o m  a  l i n e a r  s y s t e m  o f  t h e  f o r m  ( 3 1 ) .   
T h e  m a t r i x  E  i s  s t i l l  o f  t h e  f o r m  ( 3 2 )  b u t  i t s  n o n - z e r o  e l e m e n t s  a r e  n o w  
g iven  by  
,ra
6
1ar
3
21e 221 ++=    ,ra6
5ar
3
4e 222 −−=     ,ra8
7ar
3
1e 223 +=  
,ra
8
3ar1e 224 ++=  ,raar3
4e 225 −−=      ,ra12
11ar
3
1e 226 +=  
,ra
24
1e,ra
3
1e 228
22
7 =−=          (38) 
while  the elements  of   are  given by n~φ
 ,var
3
1ar)v
6
1
3
2(arar)U
3
11( tt
n
1
n
1 +++−=φ +l  
 ,var
6
1ar)v
24
11
3
1ar(ar)U
2
1(1arU
3
2
tt
n
1
n
1
n
2 +++−+=φ +l  
 ,vra
4
1ar)U
2
1(1arU
3
2arU
6
1
t
22n
3
n
2
n
1
n
3 l++−++=φ  
 ,vra
24
1ar)U
2
1(1arU
3
2arU
6
1
t
22n
4
n
3
n
2
n
4 l+−−++−=φ  
 .N5,....,j,ar)U
2
1(1arU
3
2arU
6
1 n
j
n
1j
n
2j
n
4 =−++−=φ −−     (39) 
 T h e  v e c t o r   i s  f o u n d  f r o m  ( 3 1 )  u s i n g  f o r w a r d  s u b s t i t u t i o n .  )(t~U l+
The  f in i t e  d i f fe rence  scheme based  on  the  (2 ,1)  Padé  approx imant  
i s  L 0  — s t a b l e ;  t h e  p r i n c i p a l  p a r t  o f  i t s  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  i s  
   .N....,4,j,
t
u
72
1
x
uha
3
1
n
j
4
4
4
3
3
2 =⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂−∂
∂− ll    (40) 
which,  fo l lowing ext rapola t ion  us ing (11) ,  becomes 
   .N....,4,j,
t
u
945
8
x
uha
3
1
n
j
5
5
5
3
3
2 =⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂−∂
∂− ll    (41) 
E x p r e s s i o n s  ( 4 0 ) ,  ( 4 1 )  d o  i n d i c a t e  a n  i m p r o v e m e n t  o n  ( 2 8 )  a n d  j u s t i f y  
t h e  u s e  o f  ( 3 7 )  e v e n  t h o u g h  t h e  t h r e e  p o i n t s  n e a r  t h e  b o u n d a r y  s u f f e r  
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g r e a t e r  e r r o r  a t  e a c h  t i m e  s t e p  t h a t  t h e  r e m a i n i n g  N  -  3  p o i n t s  a w a y       
f r o m  t h e  b o u n d a r y  x  =  0 .  
T h e  f i n a l  m e t h o d  o f  t h e  f a m i l y  a r i s i n g  f r o m  ( 2 0 )  t o  b e  c o n s i d e r e d  
i n  t h i s  p a p e r ,  i s  t h a t  o b t a i n e d  b y  r e p l a c i n g  t h e  e x p o n e n t i a l  m a t r i x  
f u n c t i o n  w i t h  i t s  ( 2 , 2 )  P a d é  a p p r o x i m a n t .  T h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  
b e c o m e s  
l
lllll
+
+−+++
t~
22
~
222 dD)a
48
1Ia
4
1()(tU)Da
48
1Da
4
1(I  
     =
t~
22
~
222 dD)a
48
1Ia
4
1((t)U)Da
48
1Da
4
1(I llll +++−     ( 4 2 )  
w h i c h  g i v e s  r i s e  t o  a n  A  - s t a b l e  m e t h o d  w i t h  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r   
t e n d i n g  t o  + 1  a s  t  →  ∞ .  
A p p l y i n g  ( 4 2 )  t o  e a c h  m e s h  p o i n t  ( j h , n ) ,  j  =  1 , 2 , . . . , N ,  a t          
t i m e  t  =  n ,  n  =  0 , 1 , . . . ,  l e a d s  t o  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  ( t + )  a t  t h e  
a d v a n c e d  t i m e  t  =  ( n + 1 )  b e i n g  d e t e r m i n e d  i m p l i c i t l y  f r o m  a  s y s t e m       
o f  t h e  f o r m  ( 3 1 ) .   T h e  n o n - z e r o  e l e m e n t s  o f  E  a r e  a r r a n g e d  a s  i n  ( 3 2 )  
a n d  h a v e  t h e  v a l u e s  
l
l  U
~
l
l
,ra
16
7ar
4
1e,ra
12
5are,ra
12
1ar
2
11e 223
22
2
22
1 +=−−=++=  
,ra
24
11ar
4
1e,ra
2
1are,ra
16
3ar
4
31e 226
22
5
22
4 +=−−=++=  
.ra
48
1e,ra
6
1e 228
22
7 =−=         (43) 
The elements of the vector  are 
~
nφ
,ar)v
12
1
2
1(arar)v
12
1
2
1(arU)ra
12
1ar
2
11( tt
n
1
22n
1 −++++−=φ +l  
,ar)v
48
11
4
1ar(ar)v
48
11
4
1ar()Ura
16
3ar
4
3(1ar)U
12
5(1ar tt
n
2
22n
1
n
2 −++++−+−=φ +l  
,)vra
8
1vra
8
1)Ura
16
3ar
4
3(1ar)U
2
1ar(1ar)U
16
7
4
1(ar t
22
t
22n
3
22n
2
n
1
n
3 −++−+−++−=φ +l  
n
4
22n
3
n
2
n
1
22n
4 U)ra16
3ar
4
31(U)ar
2
11(arU)ar
24
11
4
1(arUra
6
1 +−+−++−+−=φ    
     ,vra
48
1vra
40
1
t
22
t
22 +− +l  
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n
1j
n
2j
n
3j
22n
4j
22n
j ar)U2
1ar(1ar)U
48
11
4
1ar(Ura
6
1Ura
48
1
−−−− −++−+−=φ  
      .N5,.....,j;)Ura
16
3ar
4
3(1 nj
22 =+−+    (44) 
T h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  o f  ( 4 2 )  f o r  j  =  4 , . . . , N  a n d  n  =  0 , 1 , . . . ,
i s  
     ,
t
u
720
1
x
uha
3
1
n
j
5
5
5
3
3
2 ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂− ll  
t h e  t i m e  c o m p o n e n t  i n  w h i c h  m a y  b e  i m p r o v e d  b y  e x t r a p o l a t i n g ,  u s i n g   
( 1 2 ) ,  t o  g i v e  
    .
t
u
1890
1
x
uha
3
1
n
j
7
7
7
3
3
2 ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+∂
∂− ll     (46) 
I n  v i e w  o f  t h e  d o m i n a n t  t e r m  ,
x
uha
3
1
3
3
2
∂
∂− l  h o w e v e r ,  t h e  r e s u l t i n g  
i m p r o v e m e n t  i n  a c c u r a c y  i s  u n l i k e l y  t o  j u s t i f y  e x t r a p o l a t i n g  i n  t i m e  
u n l e s s  h  i s  v e r y  s m a l l .  
I n  t h e  e v e n t  o f  a n  e v e n  h i g h e r  o r d e r  a p p r o x i m a n t  t o  t h e  s p a c e  
d e r i v a t i v e  b e i n g  u s e d  i n  ( 1 ) ,  i n s t e a d  o f  ( 1 4 ) ,  t h e  e l e g a n t  m e t h o d s  o f  
G o u r l a y  a n d  M o r r i s  [ 4 ]  f o r  i m p r o v i n g  t h e  a c c u r a c y  i n  t i m e  o f  n u m e r i c a l  
m e t h o d s  f o r  p a r a b o l i c  e q u a t i o n s ,  c a n  b e  u s e d  w i t h  t h e  r e l a t i o n s  ( 9 ) ,  ( 2 0 )  
o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r .   S u c h  a n  a p p r o a c h  r e q u i r e s  t h e  m a t r i x  D  t o  h a v e  
i n c r e a s e d  b a n d  w i d t h .   T h i s  b a n d  w i d t h  w o u l d  b e  i n c r e a s e d  s t i l l  f u r t h e r  
o n  s q u a r i n g  D  a n d  m o r e  t h a n  t h r e e  p o i n t s  n e a r  t h e  b o u n d a r y  w o u l d  
s u f f e r  l o s s  o f  a c c u r a c y  w h e n  s o l v i n g  ( 3 1 )  u s i n g  t h e  h i g h e r  o r d e r  ( 2 , 0 ) ,  
( 2 , 1 ) ,  ( 2 . 2 )  P a d e  a p p r o x i m a n t s ,  t h o u g h  s t a b i l i t y  w o u l d  n o t  b e  a f f e c t e d .   
I t  m a y ,  t h e r e f o r e ,  b e  a d v i s a b l e  t o  u s e  t h e  t e c h n i q u e  o f  G o u r l a y  a n d  
M o r r i s  [ 4 ]  w i t h  a  s p a c e  r e p l a c e m e n t  o f  o r d e r  h i g h e r  t h a n  ( 1 4 ) ,  b u t  t h e  
m e t h o d s  d e v e l o p e d  i n  t h e  p r e s e n t  p a p e r  c a n  b e  i m p l e m e n t e d  m o r e  
q u i c k l y  a n d  a r e  t o  b e  p r e f e r r e d  f o r  u s e  w i t h  ( 1 4 ) .  
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5. NUMERICAL EXPERIMENTS 
 T o  e x a m i n e  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  m e t h o d s  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n s 2 , 3 , 4 ,      
t h e  m e t h o d s  b a s e d  o n  t h e  1 , 1 ) ,  ( 2 , 0 ) ,  ( 2 , 1 ) , ( 2 , 2 )  P a d e  a p p r o x i m a n t s  a r e  
t e s t e d  o n  a  n u m b e r  o f  p r o b l e m s  f r o m  t h e  l i t e r a t u r e .   W h e n  t h e s e  f o u r  
P a d e  a p p r o x i ma n t s  a r e  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  ma t r i x  C  g i v e n  b y  ( 6 )  t h e y  
w i l l  b e  n a m e d  C 1 1 , C 2 0 , C 2 1 , C 2 2 ,  r e s p e c t i v e l y ,  a n d  w h e n  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  
w i t h  t h e  m a t r i x  D  t h e y  w i l l  b e  n a m e d  D 1 1 , D 2 0 , D 2 1 , D 2 2 ,  r e s p e c t i v e l y .   A l l  
c o m p u t a t i o n s  w e r e  c a r r i e d  o u t  u s i n g  s i n g l e  p r e c i s i o n  o n  a  C D C  7 6 0 0  c o m p u t e r .  
T h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o n  w h i c h  t h e  m e t h o d s  a r e  t e s t e d  i s  
      ,0
x
u
t
u =∂
∂+∂
∂  
t h e  i n i t i a l  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  b e i n g  d i f f e r e n t  f o r  e a c h  p r o b l e m .  
P r o b l e m  1   ( O l i g e r  [ 3 ] )  
H e r e ,  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a r e  t a k e n  t o  b e  
=)x(g π s i n  2 k x  ;   x  ≥  0      
a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  t o  b e  
    v ( t )  =  - s i n  2 k π t  ;   t  >  0  
w h e r e  k  i s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r .   T h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  
i s  
    u ( x , t ) = s i n  2 k π ( x - t )  
 
a n d  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  w i l l  b e  c a l c u l a t e d  f o r  0  <  x   1 .   T h e  i n t e g e r  ≤
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k  g i v e s  t h e  n u m b e r  o f  c o m p l e t e  w a v e s  i n  t h e  i n t e r v a l   0   x   1 .  ≤ ≤
T h e  b o u n d e d n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  a n d  t h e  b u i l d — u p  o f  e r r o r  m a y  b e  
e x a m i n e d  w i t h  r e f e r e n c e  t o  t w o  n o r m s ,  a s  i n  O l i g e r  [ 1 3 ] ,  L e t  
n
j
n
j U)nu(jh,z −= l  w i t h  j  =  0 , 1 ,  . . . . , N  a n d  n  =  0 , 1 , . . . ,  s o  t h a t   i s
t h e  v e c t o r  o f  s u c h  e r r o r s  a n d  h a s  N  + 1  e l e m e n t s ,  a n d  l e t  
~
nz
Tn
N
n
1
n
0~
n ]U,....,U,[UV =   b e  t h e  v e c t o r  ( o r  o r d e r  N  +  1 )  o f  s o l u t i o n s ,  
i n c l u d i n g  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n ,  a t  t i m e  t  =  n .   T h e  n o  a r e  l
d e f i n e d  b y  
.UhV,zhz,zmaxz
2n
j
N
0j
2
2~
n2n
j
N
0j
2
2~
nn
jj~
n ∑∑
==∞
===  
 T h e  s o l u t i o n  w a s  c o m p u t e d  w i t h  h  =  1 / 6 4 0 ,   =  1 / 8 0 ,  r  =  8  a n d
k  =  2 ;  t h e  v a l u e s  o f   l
∞~2~2~
z,z,V  a t  t i m e  t  =  0 . 5 , 1  . 0 , 2 . 0  
a n d  4 . 0  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  I I .   C h o o s i n g  t h i s  s m a l l  v a l u e  o f  h  h a s  
t h e  e f f e c t  o f  l e s s e n i n g  t h e  e m p h a s i s  o f  t h e  c o m p o n e n t  222
1 xu/ ha ∂∂− l
i n  ( 2 2 )  e t  s e q q ,    a n d  t h e  c o m p o n e n t  332 x/uha
3
1 ∂∂− l  i n  ( 2 3 )  e t  s e q q .  T h e  
i n c r e a s e d  n u m b e r  o f  m e s h  p o i n t s  a t  e a c h  t i m e  l e v e l  c a n  b e  a p p r e c i a b l y  
o f f s e t  b y  u s i n g  a  l a r g e  v a l u e  o f  ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  o f  r .   I n  t h e   l
p a p e r  b y  O l i g e r  [ 1 3 ] ,  f o r  e x a m p l e ,  r  w a s  g i v e n  t h e  v a l u e  4
1  c o m p a
w i t h  t h e  v a l u e  8  i n  t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t .  
r e d
V i s u a l  a n a l y s i s  o f  T a b l e  I I ,  a n d  c o m p a r i s o n  w i t h  T a b l e  3 . 1  i n  [ 1 3 ] ,  
s h o w s  t h a t  t h e  e r r o r s  f o r  a l l  e i g h t  f o r m u l a t i o n s  i n v o l v i n g  t h e  m a t r i c e s 
C  a n d  D  s h o w  v e r y  l i t t l e  i n c r e a s e  i n  m a g n i t u d e  a f t e r  t i m e  t  =  1 . 0 . 
T h a t  i s  t o  s a y ,  t h e  e r r o r s  r e a c h  t h e i r  m a x i m u m  v a l u e s  v e r y  q u i c k l y ,  
t h e r e  b e i n g  v e r y  l i t t l e  a c c u m u l a t i o n  o f  e r r o r s  a f t e r  t i m e  t  =  1 . 0 .
T h i s  o b s e r v a t i o n  c o n t r a s t s  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  T a b l e  3 . 1  i n  [ 1 3 ]  w h e r e  
t h e  e r r o r s ,  g e n e r a l l y ,  s h o w  a  g r a d u a l  g r o w t h  a s  t i m e  i n c r e a s e s .   T h e  
s t a g n a t i o n  o f  e r r o r s  e x p e r i e n c e d  u s i n g  t h e  t w o - t i m e  l e v e l  m e t h o d s  o f  
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t h e  p r e s e n t  p a p e r  m a k e  t h e m  s u i t a b l e  f o r  u s e  w i t h  l a r g e  v a l u e s  o f  t . 
T h e  m a x i m u m  e r r o r  o f  e a c h  m e t h o d  w a s  s e e n  t o  b e  i n  k e e p i n g  w i t h  t h e  
t r u n c a t i o n  e r r o r s  g i v e n  i n  s e c t i o n s  2 , 3 , 4 .  T h e  m e t h o d s  b a s e d  o n  t h e  
( 2 , 1 )  a n d  ( 2 , 2 )  P a d é  a p p r o x i m a n t s  s h o w e d  t h e  g r e a t e s t  i m p r o v e m e n t  w h e n  
u s e d  w i t h  t h e  m a t r i x  D  ( f o r  a n y  v a l u e  o f  t ) ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i m p r o v e -  
m e n t s  i n  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  m e t h o d s  b a s e d  o n  t h e  ( 1 , 1 )  a n d  ( 2 , 0 )  
P a d é  a p p r o x i m a n t s  b e i n g  l e s s  p r o n o u n c e d .  
 
P r o b l e m  2  ( A b a r b a n e l  e t  a l .  [ 1 ] )  
T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a n d  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  f o r  t h i s  p r o b l e m  
a r e  t h e  s a m e  a s  f o r  P r o b l e m  1 .   T h e  p a r a m e t e r  k  i s  g i v e n  t h e  v a l u e  4 
a n d  t h e  s o l u t i o n  c o m p u t e d  w i t h  h  =  1 / 6 4 0 ,   =  1 / 8 0 ,  r  =  8 ;  t h e  n u m e r i c a l  
r e s u l t s  a t  t i m e  t  =  1 0 . 0  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  I I I .   T h e  c o r r e s p o n d i n g  
r e s u l t s  f o r  k  =  4  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  4  o f  A b a r b a n e l  e t  a l .  [ 1 ]  w h e r e 
t h e  r a t i o  r  w a s  g i v e n  t h e  v a l u e  0 . 9 .   I n  t h e i r  T a b l e  4  A b a r b a n e l  e t  a l . 
[ 1 ]  c o m p a r e  t h e i r  r e s u l t s  w i t h  e a r l i e r  w o r k  b y  a  n u m b e r  o f  a u t h o r s  
i n c l u d i n g  B o r i s  a n d  B o o k  [ 2 ] ,  K r e i s s  a n d  O l i g e r  [ 9 ] ,  O l i g e r  [ 1 3 ] ,  a n d  
R i c h t m y e r  [ 1 4 ] .   T h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r  s h o w  t h a t  t h e  m e t h o d s  
d e v e l o p e d  a r e  v e r y  c o m p e t i t i v e  w i t h  a l l  m e t h o d s  t e s t e d  i n  [ 1 ]  f o r  k  =  4 .  
T h e  g r o w t h  o f  e r r o r s  a s  a  r e s u l t  o f  i n c r e a s i n g  t h e  w a v e  f r e q u e n c y  w a s  
n o t  a s  p r o n o u n c e d  a s  a n y  o f  t h e  m e t h o d s  t e s t e d  i n  [ 1 ] .   A l l o w i n g  a  
f a c t o r  o f  3  f o r  t h e  f a s t e r  C D C  7 6 0 0  o v e r  t h e  C D C  6 6 0 0  u s e d  b y  
A b a r b a n e l  e t  a l .  [ 1 ] ,  t h e  C P U  t i m e s  q u o t e d  i n  T a b l e  I I I  a r e  g e n e r a l l y  
s u p e r i o r  t o  t h e  f i g u r e s  q u o t e d  i n  [ 1 ] .   T h i s  o b s e r v a t i o n  i s  
s t r e n g t h e n e d  w h e n  i t  i s  f u r t h e r  n o t e d  t h a t  t h e  C P U  t i m e s  i n  T a b l e  I I I  
i n c l u d e  t h e  t i m e  t a k e n  t o  c o m p u t e  
l
∞~
z b y  6 4 0  c o m p a r i s o n  s t a t e m e n t s  i n  
t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m .  
I t  i s  c o n f i r m e d  a g a i n  t h a t  t h e  u s e  o f  a  s m a l l  v a l u e  o f  h  i n  t h e  m e t h o d s  
w h i c h  h a v e  h i g h e r  a c c u r a c y  i n  t i m e ,  p r o d u c e s  a c c u r a c y  a s  h i g h  a s  d o  
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t h o s e  m e t h o d s ,  t e s t e d  i n  [ 1 , 1 3 ]  w i t h  a  l a r g e r  v a l u e  o f  h ,  w h i c h  h a v e  
0 ( h 4 )  e r r o r  i n  s p a c e .  
 
P r o b l e m  3  ( K h a l i q  a n d  T w i z e l l  [ 8 ] )  
T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h i s  p r o b l e m  i s  
 
      u ( 0 , t )  =  t  ;   t  >  0  
 
a n d  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  i s  
 
u ( x , 0 )  =  1  +  x  ;   x   0  .  ≥
 
T h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  i s  
 
u ( x , t )  =  1  +  x  –  t  ,  x  ≥  t  
u ( x , t )  =  t  —  x  ,   x  <  t  
 
s o  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  d i s c o n t i n u i t y  i n  t h e  s o l u t i o n  a c r o s s  t h e  l i n e  
t  =  x  i n  t h e  ( x , t )  p l a n e .  
 
P r o b l e m  4  ( K h a l i q  a n d  T w i z e l l  [ 8 ] )  
H e r e ,  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  i s  
 
u ( x , 0 )  =  e x  ,   x  ≥  0  
 
a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i s  
  
u ( 0 , t )  =  e t  ,   t  >  0  .  
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T h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  i s  
 
u ( x ,  t )  =  e x - t  ,  x  ≥  t  
 
   u ( x , t )  =  e t - x  ,  x  <  t  
 
s o  t h a t  t h e r e  e x i s t  d i s c o n t i n u i t i e s  i n  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e s  a c r o s s  
t h e  l i n e  t  =  x  i n  t h e  ( x ,  t )  p l a n e .  
P r o b l e m s  3  a n d  4  w e r e  t e s t e d  w i t h  h  =  1 / 8 0 ,  l  =  1 / 2 0 ,  r  =  4  a n d   
t h e  r e s u l t s  a r e  g i v e n  a t  t i m e  t  =  1 . 0  i n  T a b l e s  I V ,  V  r e s p e c t i v e l y . 
I t  i s  n o t e d  a g a i n  t h a t  t h e  m e t h o d s  b a s e d  o n  t h e  2 , 1 )  a n d  ( 2 , 2 )  P a d e  
approx imants  showed  g rea te r  improvements  than   t he   improvements  shown 
b y  t h e  me t h o d s  b a s e d  o n  t h e  ( 1 , 1 )  a n d  ( 2 , 0 )  P a d e  a p p r o x i ma n t s .   U s i n g  
t h e  h i g h e r  o r d e r  s p a c e  a p p r o x i m a t i o n  t h e  h i g h e s t  a c c u r a c y  w a s  a c h i e v e d  
b y  me t h o d  D 2 2  f o l l o we d ,  i n  s u c c e s s i o n ,  b y  D2 1 ,  D1 1 ,  D 2 0 .   T h i s  i s  i n  
k e e p i n g  w i t h  t h e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r s  o f  t h e s e  m e t h o d s  a n d  w i t h  
t h e  n u me r i c a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  f o r  P r o b l e ms  1  a n d  2 .   I t  w a s  a l s o  f o u n d , 
as the  compu ta t i on  p roceeded ,  t ha t ,  away  f rom the  bounda ry ,  t he  g rea t e s t  
e r r o r s  w e r e  a t  t h o s e  me s h  p o i n t s  c l o s e  t o  t h e  l i n e  t  =  x  a c r o s s  wh i c h  
t h e r e  w e r e  d i s c o n t i n u i t i e s .  
 
P r o b l e m  5  
T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h i s  p r o b l e m  i s  t a k e n  t o  b e  
 
     u ( 0 , t )  =  e - t  ,   t  >  0  
 
a n d  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  t o  b e  
 
u ( x , 0 )  =  e x  ,   0  ≤  x  ≤  1  .  
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T h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  i s  
 
     U ( x ,  t )  =  e x - t  
 
w h i c h  d e c a y s   a s  t i m e  i n c r e a s e s .   T h e  p r o b l e m  w a s  r u n  w i t h  h  =  1 / 8 0 ,          
=  1 / 2 0  a n d  r  =  4 ;  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  a t  t i m e  t  =  1 0 . 0  a r e  g i v e n 
i n  T a b l e  V I .  
l
T h e  e r r o r s  w e r e  f o u n d  t o  b e h a v e  i n  m u c h  t h e  s a m e  w a y  a s  i n  t h e 
o t h e r  p r o b l e m s ;  t h a t  i s ,  u s i n g  t h e  h i g h e r  o r d e r  s p a c e  a p p r o x i m a n t 
p r o d u c e d  a  m o r e  n o t i c e a b l e  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  m e t h o d s  b a s e d  o n  t h e  
( 2 , 1 ) , ( 2 , 2 )  P a d e  a p p r o x i m a n t s  t h a n  i n  t h e  o t h e r  t w o  m e t h o d s .   T h e  t w o  
f o r m u l a t i o n s  b a s e d  o n  t h e  ( 1 , 1 )  P a d e  a p p r o x i m a n t  a r e  s e e n  t o  g i v e  v e r y  
g o o d  r e s u l t s  a t  t i m e  t  =  1 0 . 0  w h e n  f o r  0  ≤  x  ≤  1 ,  t h e  s o l u t i o n  l i e s  i n   
t h e  a p p r o x i m a t e  i n t e r v a l  4 . 5 4 0  ×  1 0 - 5  <  u  <  1 . 2 3 4  ×  1 0 - 4  .  T h i s  i s  d u e  t o 
t h e s e  f o r m u l a t i o n s  u s i n g  f e w e r  m e s h  p o i n t s  a n d  t h u s  e x p e r i e n c i n g  s m a l l e r  
r o u n d  o f f  e r r o r s .  
 
6 .    C O N C L U S I O N S  
T w o  f a m i l i e s  o f  t w o — t i m e  l e v e l  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e s ,  b a s e d  o n  
P a d e  a p p r o x i m a n t s  t o  t h e  m a t r i x  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n ,  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  
i n  t h i s  p a p e r  f o r  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  f i r s t  o r d e r  h y p e r b o l i c  p a r t i a l  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  i n i t i a l  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  s p e c i f i e d .  
F i r s t  o f  a l l ,  t h e  s p a c e  d e r i v a t i v e  w a s  r e p l a c e d  b y  t h e  u s u a l  f i r s t  
o r d e r  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  a p p r o x i m a n t  a t  e a c h  m e s h  p o i n t  a t  a  g i v e n  t i m e  
l e v e l  a n d  t h e  r e s u l t i n g  s y s t e m  o f  f i r s t  o r d e r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  w a s  s o l v e d  u s i n g  t h e  ( 1 , 1 ) , ( 2 , 0 ) , ( 2 , 1 ) , ( 2 , 2 )  P a d é  p p r o x i m a n t s .  
N e x t ,  t h e  s p a c e  d e r i v a t i v e  a t  t h e  m e s h  p o i n t  a d j a c e n t  t o  t h e  b o u n d a r y ,
a t  a  g i v e n  t i m e  l e v e l ,  w a s  r e p l a c e d  b y  t h e  s a m e  l o w  o r d e r  a p p r o x i m a n t ,  
a n d  b y  t h e  u s u a l  s e c o n d  o r d e r  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  a p p r o x i m a n t  a t  a l l  o t h e r  
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m e s h  p o i n t s .   T h e  r e s u l t i n g  s y s t e m  o f  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s 
w a s  s o l v e d  u s i n g  t h e  s a m e  f o u r  P a d e  a p p r o x i m a n t s .  
A l l  f o u r  n u m e r i c a l  m e t h o d s  o f  e a c h  f a m i l y  w e r e  i m p l i c i t  i n  n a t u r e ;  
t h o s e  b a s e d  o n  t h e  ( 1 , 1 )  a n d  ( 2 , 2 )  P a d e  a p p r o x i m a n t s  w e r e  s e e n  t o  b e       
A 0 - s t a b l e  a n d  t h o s e  b a s e d  o n  t h e  ( 2 , 0 )  a n d  ( 2 , 1 )  P a d é  a p p r o x i m a n t s  w e r e  
s e e n  t o  b e  L 0 - s t a b l e .   T h e  f o r m  o f  t h e  g i v e n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  h o w e v e r ,  
m e a n t  t h a t  t h e  m e t h o d s  w e r e  a l l  u s e d  e x p l i c i t l y ,  o b v i a t i n g  t h e  n e e d  t o 
s o l v e  a  l i n e a r  a l g e b r a i c  s y s t e m .   T h e  C P U  t i m e s  f o r  a l l  e i g h t  m e t h o d s 
w e r e  f o u n d  t o  b e  f a s t .  
T h e  m e t h o d s  w e r e  t e s t e d  o n  f i v e  p r o b l e m s  f r o m  t h e  l i t e r a t u r e ;  t h e  
r e s u l t s  o b t a i n e d  w e r e  b e t t e r  t h a n  o t h e r  r e s u l t s  i n  t h e  l i t e r a t u r e ,  e v e n  
t h o u g h  t h e  o r d e r s  o f  t h e  m e t h o d s  i n  t h e  p r e s e n t  p a p e r  a r e ,  i n  m a n y  c a s e s ,  
l o w e r .   I t  w a s  f o u n d  t h a t  t h e  l o w e r  o r d e r  ( 1 , 1 )  a n d  ( 2 , 0 )  P a d é  a p p r o x -  
i m a n t s  g a v e  g o o d  r e s u l t s  w h e n  t h e  l o w  o r d e r  r e p l a c e m e n t  o f  t h e  s p a c e  
d e r i v a t i v e  w a s  u s e d  a t  e a c h  m e s h  p o i n t  a t  a  g i v e n  t i m e  l e v e l ,  a n d  t h a t 
t h e  h i g h e r  o r d e r  ( 2 , 1 )  a n d  ( 2 , 2 )  P a d é  a p p r o x i m a n t s  g a v e  t h e i r  b e s t  r e s u l t s  
w h e n  t h e  h i g h e r  o r d e r  r e p l a c e m e n t  o f  t h e  s p a c e  d e r i v a t i v e  w a s  u s e d  a t  
i n t e r i o r  m e s h  p o i n t s .   T h i s  i m p l i e s  t h a t  l o w  o r d e r  r e p l a c e m e n t s  i n  b o t h  
s p a c e  a n d  t i m e ,  o r  h i g h e r  o r d e r  r e p l a c e m e n t s  i n  b o t h  s p a c e  a n d  t i m e ,  a r e  
m o s t  e f f e c t i v e ;  t h i s  o b s e r v a t i o n  w a s  a l s o  m a d e  b y  A b a r b a n e l  e t  a l . [ 1 , p . 3 5 1 ] .  
F o r  p r o b l e m s  w i t h  d e c a y i n g  s o l u t i o n s ,  t h e  t w o  f o r m u l a t i o n s  b a s e d  o n  t h e   
( 1 , 1 )  P a d e  a p p r o x i m a n t  g i v e  v e r y  g o o d  r e s u l t s  d u e  t o  t h e  s m a l l e r  n u m b e r   
o f  m e s h  p o i n t s  u s e d ,  t h u s  r e d u c i n g  r o u n d - o f f  e r r o r s .  
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T a b l e  I :  E r r o r  c o n s t a n t s  a n d  t h e  e x t r a p o l a t e d  f o r m s  o f  t h e  f i v e  
  m e t h o d s  b a s e d  o n  t h e  ( m , k )  P a d e  a p p r o x i m a n t s  m  =  1 , 2 ,  k  =  0 ( 1 ) m .  
 
Method 
(Padé) 
Error constant 
Cq
Extrapolated 
From 
Error constant 
Es
(1,0) cq=-1/2 2  
)2(
~~
)1( UU − E3 = 4/3
(1,1) c3 = -1/2 (4 )/3 
)2(
~~
)1( UU − E5 = 1/10
(2,0) c3 = 1/6 (4 )/3 
)2(
~~
)1( UU − E4 = -1/3
(2,1) c4 = 1/72 (8 )/7 
)2(
~~
)1( UU − E5 =- 8/945
(2,2) c5 = 1/720 (16 )/15 
)2(
~~
)1( UU − E7 = - 1/1890
T a b l e  I I :  N u m e r i c a l  r e s u l t s  f o r  P r o b l e m  1  a t  t i m e  t  =  0 , 5 , 1 . 0 , 2 . 0 , 4 . 0  
 
Method 
2~
V  
2~
z  
∞~
z  
CPU(sec) 
2~
V  
2~
z  
∞~
z  
CPU(sec) 
  t = 0.5   t = 1.0  
C11 6.75(-1) 3.55(-2) 6.08(-2) 0.062 6.65(-1) 5.00(-2) 1.07(-1) 0.115 
C20 6.70(-1) 5.76(-2) 1.01(-2) 0.070 6.58(-1) 8.55(-2) 1.56(-1) 0.123 
C21 6.74(-1) 1.79(-1) 6.01(-2) 0.074 6.64(-1) 2.07(-1) 1.07(-1) 0.137 
C22 6.75(-1) 1.71(-1) 5.98(-2) 0.078 6.64(-1) 1.97(-1) 1.04(-1) 0.145 
D11 7.07(-1) 7.03(-3) 1.21(-2) 0.084 7.06(-1) 1.00(-2) 2.40(-2) 0.158 
D20 7.03(-1) 4.67(-2) 9.11(-2) 0.088 7.00(-1) 7.20(-2) 1.17(-1) 0.169 
D21 7.06(-1) 1.31(-2) 2.66(-3) 0.095 7.05(-1) 1.89(-2) 2.70(-2) 0.179 
D22 7.06(-1) 1.23(-3) 2.42(-3) 0.119 7.06(-1) 1.75(-2) 2.71(-3) 0.227 
  t = 2.0   t = 4.0  
C11 6.65(-1) 5.00(-2) 1.07(-1) 0.218 6.65(-1) 5.00(-2) 1.07(-1) 0.425 
C20 6.59(-1) 8.61(-2) 1.56(-1) 0.249 6.59(-1) 8.61(-2) 1.56(-1) 0.487 
C21 6.64(-1) 2.07(-1) 1.07(-1) 0.264 6.64(-1) 2.07(-1) 1.07(-1) 0.517 
C22 6.64(-1) 1.97(-1) 1.04(-1) 0.279 6.64(-1) 1.97(-1) 1.04(-1) 0.547 
D11 7.06(-1) 1.00(-2) 2.92(-2) 0.305 7.06(-1) 1.00(-2) 2.43(-1) 0.600 
D20 7.00(-1) 7.30(-2) 1.27(-1) 0.312 7.00(-1) 7.30(-2) 1.27(-1) 0.689 
D21 7.05(-1) 1.90(-2) 2.76(-2) 0.347 7.05(-1) 1.90(-2) 2.76(-2) 0.791 
D22 7.05(-1) 1.75(-3) 2.71(-3) 0.445 7.06(-1) 1.75(-3) 2.71(-3) 0.877 
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T a b l e  I I I :   N u m e r i c a l  r e s u l t s  f o r  P r o b l e m  2  a t  t i m e  t  =  1 0 .  
Method 
2~
V  
2~
z  
∞~
z  
CPU(sec) 
C11 5.61(-1) 1.86(-1) 4.00(-1) 1.049 
C20 5.29(-1) 2.87(-1) 5.73(-1) 1.121 
C21 5.54(-1) 3.82(-1) 3.85(-1) 1.278 
C22 5.59(-1) 3.72(-1) 3.75(-1) 1.372 
D11 7.04(-1) 8.05(-2) 1.94(-1) 1.483 
D20 6.58(-1) 2.46(-1) 4.81(-1) 1.590 
D21 6.96(-1) 4.17(-1) 6.47(-2) 1.697 
D22 7.07(-1) 8.28(-3) 4.48(-2) 2.178 
 
T a b l e  I V :     N u m e r i c a l  r e s u l t s  f o r  P r o b l e m  3  a t  t i m e  t  =  1 . 0  
Method 
2~
V  
2~
z  
∞~
z  
CPU(sec) 
C11 1.78 2.01(-2) 9.64(-2) 0.007 
C20 1.83 5.76(-2) 1.22(-1) 0.007 
C21 1.80 1.59(-1) 1.01(-1) 0.008 
C22 1.78 1.67(-1) 9.55(-2) 0.008 
D11 1.76 1.75(-2) 4.00(-2) 0.008 
D20 1.82 4.82(-2) 7.78(-2) 0.008 
D21 1.79 1.62(-2) 3.72(-2) 0.009 
D22 1.78 4.51(-3) 2.78(-3) 0.010 
 
T a b l e  V :  N u m e r i c a l  r e s u l t s  f o r  P r o b l e m  4  a t  t i m e  t  =  1 . 0  
Method 
2~
V  
2~
z  
∞~
z  
CPU(sec) 
C11 5.97(-1) 1.40(-1) 5.76(-1) 0.009 
C20 5.98(-1) 2.51(-1) 5.79(-1) 0.010 
C21 5.99(-1) 2.38(-1) 5.50(-1) 0.011 
C22 5.97(-1) 2.34(-1) 5.62(-1) 0.012 
D11 5.83(-1) 9.04(-2) 5.40(-1) 0.012 
D20 5.90(-1) 9.78(-2) 5.48(-1) 0.012 
D21 5.82(-1) 8.53(-2) 5.34(-1) 0.013 
D22 5.79(-1) 8.60(-2) 5.18(-1) 0.016 
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T a b l e  V I :  N u m e r i c a l  r e s u l t s  f o r  P r o b l e m  5  a t  t i m e  t  =  1 0 . 0  
 
Method 
2~
z  
∞~
z  
C11 1.73(-7) 4.01(-7) 
C20 6.61(-6) 8.94(-6) 
C21 1.41(-3) 2.86(-6) 
C22 7.46(-4) 1.20(-6) 
D11 4.26(-6) 8.94(-6) 
D20 6.37(-6) 9.65(-6) 
D21 2.36(-6) 8.60(-6) 
D22 2.74(-6) 7.96(-6) 
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